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1. (a) (i) 2
3
π       A1 

 
  (ii) 1A  

   2 21 2(1) 3 (1) sen
2 3

ππ  = −  
 

   M1A1 

   1 23 sen
2 3

ππ  = −  
 

 

   3 2sen
2 3

ππ= −     A1 

   3 2 2sen
2 3 3

π π = − 
 

 

   1 2 21 sen
2 3 3

π π  = + −  
  

   AG 

[4] 

 (b) (i) 
3
π       A1 

 

  (ii) 1 sen
2 3

π      A1 

 
  (iii) 2A  

   2 1 2 1(1) sen 4 sen
2 3 2 3

π ππ  = − −  
 

  M1A1 

   1 2sen 2sen
2 3 3

π ππ= − −     

   1 2 2sen 2sen
3 2 3 3 3
π π π π

= − + −   M1 

   1 2 2sen 2 sen
2 3 3 3 3

π π π π   = − + −   
   

  AG 

[5] 
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 (c) (i) 2
ˆQ OQ  

   2 3
3
π

= ÷      (M1) por enfoque válido 

   2
9
π

=       A1 

 
  (ii) 3A  

   2 1 2 1 2(1) sen 6 sen
2 3 2 9

π ππ  = − −  
 

  M1A1 

   1 2 2sen 3sen
2 3 9

π ππ= − −     

   1 2 2 2sen 3sen
3 2 3 3 9
π π π π

= − + −   M1 

   1 2 2 2 2sen 3 sen
2 3 3 9 9

π π π π   = − + −   
   

 A1 

[6] 
 (d) (i) nA  

   2 1 2 1 2(1) sen 2 sen
2 3 2 3

n nπ ππ   = − − ÷  
  

 M1A1 

   1 2 2sen sen
2 3 3

n
n

π ππ= − −     

   1 2 2 2sen sen
3 2 3 3 3

n
n

π π π π
= − + −   M1 

   1 2 2 2 2sen sen
2 3 3 3 3

n
n n

π π π π   = − + −   
   

 A1 

   2 2( ) sen
3 3

f n
n n
π π

∴ = −    A1 

 
  (ii) ( )f n  representa el doble de área del  
   segmento del sector 1POQ .  A1 

[6] 
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 (e) lim ( )
n

f n
→∞

 

  2 2lim sen
3 3n n n
π π

→∞

 = − 
 

 

  2 1 2lim lim sen
3 3n nn n
π π

→∞ →∞
= −     M1 

  2 1 2 1lim sen lim
3 3n nn n
π π

→∞ →∞

 = −  
 

 

  2 2(0) sen (0)
3 3
π π = −  

 
 

  0=        A1 
[2] 

 (f) (i) 3 2 2sen
2 3 3

π π − 
 

    A2 

 
  (ii) El mayor valor posible de v  
   lim nn

A
→∞

=      M1 

   1 2 2lim sen ( )
2 3 3n

n f nπ π
→∞

  = − + ⋅  
  

 

   1 2 2sen
2 3 3

π π = − 
 

    A1 

[4] 
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2. (a) (i) 2 1 0w w− + =  

   
2( 1) ( 1) 4(1)(1)

2(1)
w

− − ± − −
=    (A1) por sustitución 

   1 3
2

w ± −
=  

   1 3i
2

w ±
=  

   1 3 i
2 2

w = ±  

   cos i sen
3 3

w π π
= +  o  

cos i sen
3 3

w π π   = − + −   
   

   A2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



    

 SE Production Limited 5 

  (ii) 4 2 1 0u u− + =  
   2 2 2( ) 1 0u u− + =     M1 

   2 cos i sen
3 3

u π π
= +  o  

2 cos i sen
3 3

u π π   = − + −   
   

 

 
2 2

3 3cos i sen
2 2

k k
u

π ππ π   + +   
= +   

   
   

 o  

2 2
3 3cos i sen

2 2

k k
u

π ππ π   − + − +   
= +   

   
   

  

( 0,1k = )     A1 

cos i sen
6 6

u π π
= + , 7 7cos i sen

6 6
u π π
= + ,  

cos i sen
6 6

u π π   = − + −   
   

 o  

5 5cos i sen
6 6

u π π
= +     A2 

   Por lo tanto, las raíces requeridas son  
5 5cos i sen
6 6
π π   − + −   

   
,  

cos i sen
6 6
π π   − + −   

   
, cos i sen

6 6
π π
+  y  

5 5cos i sen
6 6
π π
+ .    AG 
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  (iii) 2 1 0n nz z− + =  
   2( ) 1 0n nz z− + =      

   cos i sen
3 3

nz π π
= +  o  

cos i sen
3 3

nz π π   = − + −   
   

 

 
2 2

3 3cos i sen
k k

z
n n

π ππ π   + +   
= +   

   
   

 o  

2 2
3 3cos i sen

k k
z

n n

π ππ π   − + − +   
= +   

   
   

  

( 0,1, 2, , 1)k n= − )    A1 
2 2cos i sen

3 3
z k k

n n n n
π π π π   = + + +   

   
 o  

2 2cos i sen
3 3

z k k
n n n n
π π π π   = − + + − +   

   
  

( 0,1, 2, , 1)k n= − )     
6 6cos i sen

3 3
k kz

n n
π π π π+ +

= +  o  

6 6cos i sen
3 3

k kz
n n

π π π π− + − +
= +   

( 0,1, 2, , 1)k n= − )    A1 
   Por lo tanto, las raíces requeridas son  

cos i sen
3 3n n
π π   − + −   

   
, cos i sen

3 3n n
π π

+ , 

5 5cos i sen
3 3n n
π π
+ , 7 7cos i sen

3 3n n
π π
+ ,  ,  

(6 7) (6 7)cos i sen
3 3

n n
n n

π π− −
+  y  

(6 5) (6 5)cos i sen
3 3

n n
n n

π π− −
+ .  A3 

[12] 
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 (b) (i) ( )( (cos i sen ))( cos( ) i sen ( ) )z zθ θ θ θ− + − − + −  
   ( cos i sen )( cos i sen )z zθ θ θ θ= − − − +  

   
2 2

2

cos i sen cos cos
i sen cos i sen isen cos sen
z z z z

z
θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= − + − +

− − + +
 M1 

   2 2 cos 1z z θ= − +     A1 
 
  (ii) 4 2 1u u− +  

   

cos i sen
6 6

cos i sen
6 6

5 5cos i sen
6 6

5 5cos i sen
6 6

u

u

u

u

π π

π π

π π

π π

  = − +  
  

     − − + −     
     

  − +  
  

     − − + −     
     

  M1A1 

   2 2 52 cos 1 2 cos 1
6 6

u u u uπ π  = − + − +  
  

 AG 

 
  (iii) Las raíces de la ecuación 6 3 1 0z z− + =   

son cis
9
π , cis

9
π − 

 
, 5cis

9
π , 5cis

9
π − 

 
,  

7cis
9
π  y 7cis

9
π − 

 
.    (A1) por valores correctos 

6 3 1z z− +  
5cis cis cis

9 9 9

5 7cis cis
9 9

7cis
9

z z z

z z

z

π π π

π π

π

      = − − − −      
      

    − − −    
    

  − −  
  

 A1 

2 2

2

52 cos 1 2 cos 1
9 9

72 cos 1
9

z z z z

z z

π π

π

  = − + − +  
  

 − + 
 

 A1 
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  (iv) 2 1 0n nz z− + =  
2 2

2

2

2

52 cos 1 2 cos 1
3 3

72 cos 1
3

52 cos 1
3

2 cos 1
3

z z z z
n n

z z
n

z z
n

z z
n

π π

π

ππ

ππ

  = − + − +  
  

 − + 
 
  − − +  

  
  − − +  

  



 A2 

[9] 

 (c) 4 2 2 2 51 2 cos 1 2 cos 1
6 6

u u u u u uπ π  − + = − + − +  
  

 

  Cuando iu = , 

  4 2 2 2 5i i 1 i 2i cos 1 i 2i cos 1
6 6
π π  − + = − + − +  

  
 M1 

  51 ( 1) 1 1 2i cos 1 1 2i cos 1
6 6
π π  − − + = − − + − − +  

  
 A1 

  53 2i cos 2i cos
6 6
π π  = − −  

  
 

  2 53 4i cos cos
6 6
π π

=      A1 

  53 4cos cos
6 6
π π

= −  

  5 3cos cos
6 6 4
π π

= −      AG 

[3] 
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 (d) 

6 3 2 2

2

51 2 cos 1 2 cos 1
9 9

72 cos 1
9

z z z z z z

z z

π π

π

  − + = − + − +  
  

 − + 
 

 

  Cuando iz = , 

  

6 3 2 2

2

5i i 1 i 2i cos 1 i 2i cos 1
9 9

7i 2i cos 1
9

π π

π

  − + = − + − +  
  

 − + 
 

 (M1) por enfoque válido 

  
1 ( i) 1 1 2i cos 1

9
5 71 2i cos 1 1 2i cos 1
9 9

π

π π

 − − − + = − − + 
 

  − − + − − +  
  

  A1 

  5 7i 2i cos 2i cos 2i cos
9 9 9
π π π   = − − −   

   
   

  3 5 7i 8i cos cos cos
9 9 9
π π π

= −     A1 

  5 7i 8i cos cos cos
9 9 9
π π π

=  

  5 7 1cos cos cos
9 9 9 8
π π π

=     A1 

[4] 
 
 
 


