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Su Prueba de Practica — AE NS para las Matematicas del PD del IB

7 Progresiones Aritméticas

v Propriedades de una progresion aritmética u, :
1. u,: Primer término
2. d=u,—u,=u,—u, : Diferencia comun
3. u, =u, +(n—1)d : Término general (n -ésimo término)
n n . , .
4. S, =E[2ul +(n-1)d] =5[u1 +u,]: La suma de los primeros n términos
1 . .
v > u, =u, +u, +u; +--+u,  +u,: Signo de sumatorio

r=1

Progresiones Geométricas

v Propriedades de una progresion geométrica u,:
1. u,: Primer término
2. r=u,+u, =u,+u,  :Razon comun
3. u, =u, xr""': Término general (n -ésimo término)
u,(1-r" . o
4. S, :¥: La suma de los primeros »n términos
—-r
u . e s , .
5. S, = " L_: La suma de los infinitos términos, dado que —-1<r<1
—-r

Teorema del Binomio

v Propriedades del n factorial n!:
1. nl=nx(n—-1)x(n—-2)x---x3x2x1
2. 0!=1
3. n!=nx(n-1)!

SE Production Limited



Propriedades del coeficiente combinacion [nj
r

n n!

1. =
ri(n—r)!
n
n
n—1

4 ny_[on j:n(n—l)-~-(n—r+l)

— 3 S S N
S

r n—r r!

El teorema del binomio:

(a+b)" = S P R P TR (R P C IR R P B R PO
0 1 2 n—1 n

= (nja’”b’ , donde el (r+1)-ésimo término:("ja""b"
r

r=0
Teorema del binomio extendido para x| <1:

n o__ n 2 n 3
(1+x)" =1+nx+ : X"+ i X 4

(n)(n—1) N (m)(n—1)(n-2) PR
2)(1) 32D

(I+x)" =1+nx+

1 O Induccion Matematica

Pasos para probar por induccidon matematica:

1. Demuestre que la afirmacion P(n) es verdadera cuando n=1

2 Asuma que P(n) es cierto cuando n=k

3. Demuestre que la afirmacion P(n) es verdadera cuando n=k+1
4 Concluya que P(n) es cierto para todos los enteros positivos n

Tipos de induccién matematica:
1. Caso general
2. Divisibilidad

www.seprodstore.com



1 7 Numeros Complejos

Terminologias de nimeros complejos:

i =+/~1: Unidad imaginaria

z=a+bi: NUmero complejo en forma cartesiana
a: Parte real de z

b: Parte imaginaria de z

z =a-bi: Conjugado de z =qa+bi

|Z|:r:\/012+b2 :Modulo de z=a+bi

arg(z)=0= arctané: Argumento de z=a+bi
a

Propiedades del diagrama de Argand: Im(z)

1. Eje real: Eje horizontal
2. Eje imaginario: Eje vertical i z=a +bi
if---------- ,
A0 i ‘
5 ) - > Re(z)
Formas de niUmeros complejos:
1. z=a+bi: Forma cartesiana
2. z=r(cos@+isend) = rcis@ : Forma modulo-argumento
3. z=re'’: Forma de Euler

Propiedades de mdédulos y argmentos de nimeros complejos z, y z,:

L |22, =|z,[|,|
2 |a]ckl
z| |z
3. arg(z,z,) =argz, +argz,
4, arg (ij =argz —argz,
2

Si z=a+bi esuna raiz de la ecuacion polinomial p(z)=0, entonces z" =a—bi es
también una raizde p(z)=0

www.seprodstore.com
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Su Prueba de Practica — AE NS para las Matematicas del PD del IB

v Las raices de la ecuacion z" =rcis@ son z =r"cis

v Teorema de De Moivre:

1 2k

, k=0,1,2,---,n—1

Si z=rcis@, entonces z" =r"cisnf

1 8 Diferenciacion

v Derivadas de una funcion y = f(x):
1. %:f’(x): Primera derivada
d’y d(dy .
2. —= =—| = |= f"(x): Segunda derivada
o dx(dxj J/"(x): >eg
3. d—y=f<")(x): n -ésima derivada
dxn
v Reglas de diferenciacion:

fx)=x"= f'(x)=nx""

Jx)=p(xX)+q(x)= f'(x) = p'()+4'(x)

f(x)=senx= f'(x)=cosx

fx)=cp(x)= f'(x) =cp'(x)

f(x)=cosx= f'(x)=—senx

S ()= plg(x)= f'(x) = p'(g(x)-q'(x)

1

cos’ x

f(x)=tanx= f'(x)=

f(x) = p(x)q(x)
= f'(x) = p'(x)q(x)+ p(x)q'(x)

f)=e'= f'(x)=¢

f@=lx= f(x) %

f(x) g
= ()= P'(x)q(x) — p(x)q'(x)

(¢(x))*

22
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Cuadernillo 1.1

Analisis y Enfoques Nivel Superior
para las Matematicas del PD del IB
Prueba de Préactica Set 1 — Prueba 1 (120 Minutos)

Libro de Preguntas — Respuestas

Instrucciones

1. Esta prueba consta de DOS Solo para Solo para
secciones: Ay B. uso del uso del
Marcador | Examinador
2. Conteste TODAS las preguntas. Numero de Puntuacion
. Puntos Puntos .
Escriba sus respuestas en los Pregunta Méxima
espacios provistos por este Libro de
Preguntas - Respuestas. 1 5
3. No se permite el uso de ninguna 2 5
calculadora. 3 6
. 4 8
4. Se le sugiere preparar un folleto de
férmulas de Andlisis y Enfoques para 5 7
las Matematicas del PD del IB 6 7
cuando intente responder las - 5
preguntas.
8 7
5. Se entregaran las hojas de 9 5
respuestas y papeles graficos Seccion A
adicionales a pedido. Total 56
6. Salvo que se indique lo contrario,
TODO el trabajo debe mostrarse 10 14
claramente. 11 20
7. Salvo que se indique lo contrario en 1.2, 20
la pregunta, las respuestas Seccion B 54
numeéricas deberan ser EXACTAS o Total
aproximadas con TRES CIFRAS
SIGNIFICATIVAS. Prueba 1
110
Total
8. Los diagramas de este documento
NO estan necesariamente dibujados
a escala.
9. Informacién que debe leerse antes
de comenzar el examen:

© SE Production Limited 1
Todos los Derechos Reservados 2021



4, Sea f(x)=px’+qx*—2x+1. En x=1, la pendiente de la recta normal a la

1
curvade f es TS Sabiendo que f*(41)=2, halle el valorde p yde q.

[8]

© SE Production Limited 5
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5. El gréfico de f viene dado por f(t)=asenb(t+2,5+d, a>0, t>0.

Cuando t =2, hay un valor maximo de 37, en P. Cuando t =11, hay un valor
minimo de -5. El grafico de f es estrictamente decreciente en 2<t<11.

€) Muestre que f(t)=213en%(t+2,5)+16.
[5]

El gréfico de f se trasforma en el grafico de g mediante un estrechamiento
. . . 17
horizontal de factor 3, seguido por una traslacion de (8 j Sea P’ el punto

imagen de P.

(b) Halle las coordenadas de P'.

[2]

© SE Production Limited 6
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6. Considera la funcién f(x)=4x*+3x*-1, xeR. El grafico de f se traslada en

una unidad a la derecha y se estrecha verticalmente con un factor de escala 3
para convertirse en la funcién g(x).

(@ Exprese g(x) de laforma ax*+bx®+cx*+dx+e, donde a, b, c, d,
eec.
[3]

(b) A partir de lo anterior, halle la suma de las raices de la ecuacion
g(x)=0.
[2]

© SE Production Limited 8
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11.  Una funcion es definida como h(x) =senx, xeR.

@) Resuelva la ecuacion diferencial % =h(x)-(y+1), y>-1, donde y=0
X

con x=0, dando la respuesta de la forma y = f(x).

[8]

(b) Utilizando el método del factor de integracion, muestre que la solucién
de la ecuacion diferencial g_y = h(x)«jl—(h(x))2 -(y+1), donde y=0
X

1
Zsen®x

cuando x=0,es y=e2 -1.
[12]

© SE Production Limited 19
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Cuadernillo 1.2

Analisis y Enfoques Nivel Superior
para las Matematicas del PD del IB
Prueba de Practica Set 1 — Prueba 2 (120 Minutos)

Libro de Preguntas — Respuestas

Instrucciones

1. Esta prueba consta de DOS Solo para Solo para
secciones: Ay B. uso del uso del
Marcador | Examinador
2. Conteste TODAS las preguntas. Numero de Puntuacién
. Puntos Puntos o
Escriba sus respuestas en los Pregunta Maxima
espacios provistos por este Libro de Section A
Preguntas - Respuestas. 1 5
3. Es necesario usar una calculadora 2 7
de pantalla grafica. 3 7
. 4 7
4. Se le sugiere preparar un folleto de
férmulas de Analisis y Enfoques para 5 7
las Matematicas del PD del IB 6 5
cuando intente responder las 7 6
preguntas.
8 5
5. Se entregaran las hojas de 9 7
respuestas y papeles graficos Seccion A
adicionales a pedido. Total 57
6. Salvo que se indique lo contrario, Section B
TODO el trabajo debe mostrarse 10 14
claramente. 1 20
7. Salvo que se indique lo contrario en 1_2, 19
la pregunta, las respuestas Seccion B 53
numéricas deberan ser EXACTAS o Total
aproximadas con TRES CIFRAS
SIGNIFICATIVAS. Prueba 2
110
Total
8. Los diagramas de este documento
NO estan necesariamente dibujados
a escala.
9. Informacién que debe leerse antes

© SE Production Limited
Todos los Derechos Reservados 2021
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6. Halle la ecuacion vectorial de la recta de interseccion de los tres planos
representados por el siguiente sistema de ecuaciones.

x+3y+2z=1
Sx+7y+z=2
32x+24y—-17z=5
[3]

© SE Production Limited 8
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7. (a)  Utilizando la expansion binomial, halle los primeros tres términos de la

1—x

expansion de en potencias ascendentes de x hasta x*, dando

1+ax
su respuesta en términos de a.
[3]
Sabiendo que la suma del coeficiente de x* y el término constante es 21,
donde a>0.

(b) (i) Halle el valor de a.

(i) A partir de lo anterior, escriba el coeficiente de x.

[3]

© SE Production Limited 10
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9. La region R esta delimitada por el grafico de y=4"", el grafico de
x:_3L2(y_24)2 y el eje y. Halle el area de R.
[7]

© SE Production Limited 13
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11.

Las ecuaciones cartesianas de los planos 7, y 7, son 4x+3y+kz=24y

4x -3y +kz =-24 respectivamente, k € R . La ecuacion vectorial de la recta

0 -3

de interseccion de los planos 7, y 7, viene dada por r=| 8 |+¢| 0

0 1

Halle k.

[4]
El plano 7, cortaalos ejes x, y y z en A(a,0,0), B(0,5,0) y
C(0, 0, ¢) respectivamente. El plano 7, cortaalosejes x, y y z en
A'(e,0,0), B and C'(0,0,—c) respectivamente, donde A’ es el punto
reflejado de A sobre el plano y-z.

(i) Escriba los valoresde a, b, c y «.

(i) A partir de lo anterior, halle el volumen de la piramide A'ABC.

[7]

(i) Halle el angulo entre AC' y el eje x.

(i) A partir de lo anterior, halle el tamafio de AC'A.

[9]
La recta L pasa por el punto C y es perpendicular al plano ABC.
Sabiendo que la recta L corta al plano A'BC' en Q. Halle las
coordenadas de Q, dando su respuesta redondeada a cuatro lugares
decimales.

[4]

© SE Production Limited 17
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Cuadernillo 1.3

Analisis y Enfoques Nivel Superior
para las Matematicas del PD del IB
Prueba de Practica Set 1 — Prueba 3 (60 Minutos)

Libro de Preguntas — Respuestas

Instrucciones

1. Conteste TODAS las preguntas.
Escriba sus respuestas en los
espacios provistos por este Libro de
Preguntas - Respuestas.

2. Es necesario usar una calculadora
de pantalla gréfica.

3. Se le sugiere preparar un folleto de
férmulas de Analisis y Enfoques para
las Matematicas del PD del IB
cuando intente responder las
preguntas.

4. Se entregaran las hojas de
respuestas y papeles graficos
adicionales a pedido.

5. Salvo que se indique lo contrario,
TODO el trabajo debe mostrarse
claramente.

6. Salvo que se indique lo contrario en

la pregunta, las respuestas
numéricas deberan ser EXACTAS o
aproximadas con TRES CIFRAS
SIGNIFICATIVAS.

7. Los diagramas de este documento
NO estan necesariamente dibujados
a escala.

8. Informacién que debe leerse antes

de comenzar el examen:

© SE Production Limited
Todos los Derechos Reservados 2021

Solo para Solo para
uso del uso del
Marcador | Examinador
Numero de Puntuacion
Puntos Puntos L .
Pregunta Maxima
1 27
2 28
Prueba 3
Total 53




Se pide que investigues la diferencia entre el area de un circulo unitario y el
area de un poligono inscrito.

El triangulo PQR es un triangulo equilatero inscrito, en el circulo unitario, tal

como lo muestra el diagrama:
P

P, Q y R son puntos fijos en la circunferencia tal que QR es horizontal.

Sea 4, la diferencia entre el area del circulo unitario y el area del triangulo

equilatero PQR .
(@) (i)  Escriba POQ.

(i) Muestre que 4, puede expresarse como (%Hj(%{—sen%j.
[4]

Los puntos Q, y R, estan en el arco PQ y PR respectivamente tales que

—_—~ e —

PQ, =Q,Q=RR, =R,P, como se muestra el siguiente diagrama:

© SE Production Limited 2
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2. Se pide que investigues la factorizacién de una ecuacién polindmica compleja
de grado par.

(@ () Resuelva la ecuacion cuadratica w* —w+1=0, exprese las
raices en la forma cos@+isenf, -7 <O0<r.

(i) A partir de lo anterior, muestre que las raices u* —u”>+1=0 son

Sz . Y4 T . /4 T .4
cos| —— |[+isen| —— |, cos| —— |+isen| —— |, cos—+isen— Yy
6 6 6 6 6 6

Sz . Sx
cosS—+1isen—.
6 6

(i)  Resuelva la ecuacion cuadratica z*" —z" +1=0, exprese las
raices en la forma cos@+isend.

[12]
(b) (i) Exprese (z—(cos@+isen®))(z—(cos(-0)+isen(-6))) como una

expresion cuadratica de z, de su respuesta en términos de z y
6.

(i) A partir de lo anterior, muestre que

ut—ut +1= (uz —2ucos£+lj(u2 —2ucos5—”+1j.
6 6
(i)  Exprese z° -2z’ +1 como el producto de tres expresiones

cuadraticas de z.

(iv)  Suponiendo que n es par, sugiera una expresion para
2" —z"+1=0 como el producto de n expresiones cuadraticas

de z.
[9]
(c) Utilizando (b)(ii), verifique que cos%cos% = —%.
[3]
(d) Halle coszcoss—”cos%z.
[4]
© SE Production Limited 8
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Solucion de Practica de Prueba 1 de

AE NS Set 1

Seccion A

1.

(a) La media
300
15
=20

(b)y () 40

(i) La varianza nueva

=(-27(9)

=36

i) 6

(@) La pendiente de L,

. 32-0

24-8
=2

La ecuacion de L, :
y—0=2(x-8)

y=2x-16

2x—y-16=0

(b)  2x—— =1
—a
2=-a

a=-2

SE Production Limited

(M1) por enfoque valido

A1

[2]
A1

(M1) por enfoque valido
A1

A1
[4]

(M1) por enfoque valido

A1

A1
[3]

(M1) por enfoque valido

A1
[2]



(a) Lado izquierdo
=(2n+1)* +(2n+3)* +(2n+5)°
=4n° +4n+1+4n” +12n+9+4n° +20n+25
=12n" +36n+35
=12n" +36n+33+2
=3(4n* +12n+11)+2
=Lado derecho

(b) 2n+1, 2n+3 y 2n+5 son tres numeros
impares consecutivos.

(2n+1)° +(2n+3)* +(2n+5)*
=3(4n* +12n+11)+2

Ademas 3(4n° +12n+11) es multiplo de 3.

Por tanto, la suma de los cuadrados de tres
nuameros impares consecutivos es mayor que

un multiplo de 3 en 2 unidades.

f(x)=px’ +gx* —2x+1
f'(x) = p(3x*) +¢(2x) = 2(1) +0
f1(x)=3px” +2gqx -2

1

S=-lem

= 3p() +29(1)-2=15
3p+2q=17

2¢=17-3p

f(4n=2

s f(2)=41

p(2) +4q(2)° -2(2)+1=41
8p+4qg-3=41

S 8p+2(17-3p)-3=41
8p+34—6p-3=41
2p=10
p=5
_17-3(5)
7=,

q=1

SE Production Limited

M1A1

M1

AG
[3]

R1

A1

R1

AG
[3]

(A1) por derivadas correctas

(M1) por ecuacién

A1

(M1) por enfoque valido
A1

(M1) por sustitucion

A1

A1
[8]



(b)

(@)

27

f(t)=21sen%(t+2,5)+16

Las coordenadas de P’
=(3(2)+17,37+38)
= (23, 45)

g(x)
=3f(x-1)
=3(4(x-D*+3(x-1)*-1)

=3(4(x* —4x’ +6x* —4x+1) +3(x* —=2x+1)-1)
=3(4x* —16x" +24x° —16x+4+3x" —6x+3-1)
=3(4x* —16x’ +27x> —=22x+6)

=12x* —48x> +81x* —66x+18

La suma de las raices
48

12
=4

SE Production Limited

M1

A1
M1

A1

M1

AG

A1
A1

(A1) por sustitucion
M1A1
M1

A1

M1
A1

[3]

[2]

[5]

[2]



l+fﬂxD£Ld
203" = 5|x[" -37
+

EFE IR
ﬂxF—Shr—37<||_1
W+37

2|3 =5|x =37 < (x|~ (|| +37)
203" = 5[af =37 <|x[ +36[x|-37
2|3 6] ~36]x[< 0

2] (| ~3]x~18) <0

[ —3[x[-18<0

(x| +3)(x|-6) <0

. 0<|x|<6

Sl<x<6

SE Production Limited

M1

(A1) por inecuacion correcta

M1

A1

A1
[3]



Cuando n=2,
o 2
Lado |qu|erdo=(2j

Lado izquierdo=1
22+1)(2-1)
6

Lado derecho=

Lado derecho=1
Por tanto, el enunciado es verdadero cuando n=2. R1
Suponemos que es verdadero cuando n=k. M1

(2j+(3]+...+(kj:—k(k+l)(k_l)
2 2 2 6

Cuando n=k+1,

ALY

_k(k+1D)(k-1) +[k+1j
6 2

_ kke+D)(k=1) | (k+1)(k)
6 2

_ kGke+D(k=1) | 3k(k+1)
6 6

_k(k+1)

M1A1

A1

(k-1+3)

_k(k+1)(k+2)

- 6

_(k+D((k+D)+D((k+1)-1)

- 6

Por tanto, el enunciado es verdadero cuando
n=k+1.

A partir de lo anterior, el enunciado es verdadero para
neZl ', n>2. R1

A1

[7]

SE Production Limited



(b)

—-e “+e _l
e’ -1 2
e +e :le2 1
2 2
2
R +1
2

Por tanto, la mediana es 3—ln(e 2“}.

2

SE Production Limited

A1

A1

A1

M1

A1

AG

[1]

[4]



Seccion B

10.

(@)

(c)

(i) {y:0<y<l,yeR}

(i)  f»=1
scostx=1
cos’ x =—1 (Rechazada) o cos’ x =1
cosx=—1 0 cosx=1
x=m7 0x=0, x=2x
Por lo tanto, hay 3 soluciones.

f'(x) = (4cos’ x)(—sen x)

f'(x) =—4senxcos’ x

El area total de las regiones
= Jj (cos” x)(2sen x)dx

Seau =cosx
d_u =—Senx = (—l)du =sen xdx
dx

x=rx=u=cosx=-1

x=0=wu=cos0=1

= J.lil —2u'du

SE Production Limited

A2

(M1) por enfoque valido
(A1) por valores correctos
A1
[3]

(A1) por regla de la cadena
A1
[2]

(A1) por integral definida

(A1) por sustitucion

M1A1

A1

(M1) por sustitucion

A1
[7]



11.

%=h(x)-(y+1>

b

dy = sen xdx
y+1

J-ﬁdy = Isenxdx

1n|y+1| =—cosx+C
y+1 — efcosx+C
y= e O _q
0= e %C _1

1 _ e—l+C

~1+C=0
C=1
.,.y:el—cosx _1

% = h(W1=(A(x))* - (y+1)
%: sean'(y”)

dy
—=senxcosx-(y+1
™ (y+1)

dy _sen2x-(y+1)

dx 2
1 1
Y_ —sen2x |y =—sen2x
dx 2 2
El factor de integracion
_ ej—%serﬂxdx
lc:ost
=e
lcost dy lcost 1
et ——¢t —sen2x |y
dx 2

SE Production Limited

(M1) por enfoque valido

(A1) por enfoque correcto

A1

(M1) por enfoque valido
A1
(M1) por sustitucion

(A1) por valor correcto
A1

[8]

A1

A1

M1
A1

M1

A1



Sea u :%cos 2x.

du

dx

%(— sen2x)(2) = (-1)du = %sen 2xdx

lcost "
Lyet = I—e du

—cos2x "
ye =—e"+C
—cos2x icost
ye =—e
——cos2x
y=_=Ce -1
0 C ——cos2(0)
= e —_
!
1=Ce *
!
C=e*
———C082x
Ly=e -1
i—i(l—Zsenzx)
y=e -
ls€:112)c
y=e

SE Production Limited

M1

A1

A1

M1

A1

A1

AG
[12]



12. (a) 2 +1=0
2f=-1

z® =cosz+isenrx A1

T+2kr) . T+2kr
Z =CO0S S +isen S M1

(£=0,1,2,3,4,5)

T . T T . T
Z=Cc0S—+1sen—, z=Cos—+1sen—,
6 6 2 2

St . St T . r
zZ=Cc0S—+isen—, z=coS— +isen—,
6 6 6 6
3r . RY/4 11z . 117z
Z=C0S—+1sen— 0 z=Cc0oS——+1sen— A2
2 2 6 6
[4]
(b) 2% +1
=0 -2+ M1
=2 (=2 +D)+( =22 +))
=(Z2+1)(z" -2 +1) A1
z—Z2241=0
6
1
Z -0, donde z* %1 M1
z°+1

T . T
Z=CcosS—+isen—,
6 6

z= cos% +1i sen% (Rechazada),

T . r
Z=CcoS—+1sen—,
6 6

St . St
Z=C0S—+isen—
6 6

3z . 3
z= c057ﬂ+ i sen% (Rechazada) o

11
Z =C0S ”+isen11ﬂ A1
6 6

[4]
(c) (i) (z=p)Nz—q)=0 M1
2~ (p+q)z+pg=0
prq=+1+1"+ 1’

pHq=+ A+ 1D+ A=) M1
pHq=A+1-1 -1
prq=1-A’

SE Production Limited



(ii)

1
+g=1+—
p+q J)

.'.p+q:\/§
pg=A + A" +21%)
pg=2"+ A%+ 22420
pg=A"(D)+1+1+1*(-1)
pg=A"-A"+2
pg=2"—(A*=1)+2
pq=3

22—\/§z+3:0

(z-Cp)(z-(29))=0

22 -Q2p+29)z+(2p)2¢) =0

22 =2p+q)z+4pg=0
22 =23z+4(3)=0
22 -23z+12=0

SE Production Limited

M1

A1

M1
M1

A1
A1

M1

A1

M1
A1

[12]
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